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i stosujac wzor (111.5) do caltki (111.1) otrzymujemy

jus

2 cos
I—/Sln@dgp/dﬂ / 3do
(111.7) 0
0
/ 1ng0d<p——cos (p =
=3 cos® ps 10 10

VB

Zadanie 112. (s. 143 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)
Nalezy obliczy¢ catke I postaci

(112.1) I= ///(x2 + y?)dedydz
14

gdzie obszar V ograniczony jest powierzchniami
(112.2) 24yt =22 2=2

Ze wzgledu na obszar catkowania przejdziemy do wspotrzednych cy-
lindrycznych.

Uwaga. Przechodzac w calce postaci

(112.3) I= ///f(x,y, z)dzdydz
\%

do wspolrzednych cylindrycznych danych wzorami
(112.4) T =opcosp, y=opsing, z==z
oraz uwzgledniajac, ze Jakobian odwzorowania ma postaé

D(z,y,z)

(112.5) Dop) ¢
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calke I dana wzorem (112.3) mozemy zapisac w postaci
(112.6

)
I= /// f(x,y, z)dxdydz = ///f(gcos @, 08in @, z) - pdpdodz
1% %
Paraboloida
(112.7) a2t 4 y? =22
przecina sie z plaszczyzna
(112.8) z=2
wzdluz okregu o réwnaniu
(112.9) 4y’ =4
wobec tego obszar V' zapisany za pomoca wspolrzednych ma postaé
2
"2

(112.10) V={(0,0,2):0<0<2,0<p<2m,— <2< 2}

Po dokonaniu zamiany zmiennych w calce
(112.11) I= ///(JU2 + y?)dxdydz
\%

otrzymujemy

27 2 2 2 9 16
(11212)  I= /dw/@?’dg/dz = 27r/@3<2— %)dg: 3
0 0

o2 0

2
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Zadanie 113. (s. 143 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)

Przedstawiqajac obszar V' w postaci

(113.1) V:{O<z<h,\/z<y<\/?,z<m<z},
b a 0 «

otrzymujemy
(113.2)
hooVioE h
I:/dz / dy/xzdx:%(of?’ 53)<a 2 b2>/z2dz
oz 3 0
2

Zadanie 114. (s. 143 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)

Nalezy obliczy¢ catke

(114.1) I= /// ryzdrdydz
v

gdzie obszar V ograniczony jest powierzchniami
>0, y>0, z2>0
(114.2) 5= M, vy =a%, xy=">
n
y=azx, y=pzx (0<a<b 0<a<f 0<m<n)
Dokonamy zamiany zmiennych w calce (114.1) wedlug wzoréw

(114.3) xy=u, y=vr, z2=2

wowczas otrzymamy

(114.4) I—/// x(u,v) uvzg(z
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przy czym
(114.5)
-1
a2<u<b27 a<v<p, M<Z<M7
n m
I S _ i1 D(x,y,z) _ 1
TEURU R, y=urer, D(u,v,z) 2
Po dokonaniu zamiany zmiennych dostajemy
(114.6)
u(v+v 1)
b2 8 T m b2 B
1 dv 11 5 1\*dv
— udu/— /zdz—f —_—— /udu/ v+ —| —
) v m2 n? v/ W
a? « u(v+v a2 [
1/ 1 7
= 16<m2 ) ) [ (“* * )d“
(0%

L <1 B a? 52>
= — — — 2In— 4+ — — —
16" 5 ) #2245 2

1

= s (m ™ = - a8>(<ﬂ2 ~arasanl)

_ (s. 143 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)

Oznaczamy, przez V domkniety obszar

(115.1) V={(z,y,2): 2> +* + 22 <z +y+2z2}
ktory okresla domknieta kule

msy (-2 e (i-1) +(-1) <2

Objetosé tej kuli jest réwna

(115.3) y=Ive
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Mozemy zatem napisaé

(115.4) far = 71_\2/3 /é/(xz + y? + 2?)dadydz.

Przechodzac w calce (115.4) do wspélrzednych sferycznych wedlug
WZOrow
(115.5)
. 1 . ) 1 1
x = psingcosf + 5 y = osinpsinf + > Z = pCoSp+ >
0<p<m 0<6<2n

oraz biorgc pod uwage, ze rOwnanie granicy obszaru w tych wspot-

rzednych przyjmuje postaé

(115.6) 0* = 3

otrzymujemy, ze catka (115.4) przyjmuje postaé

(115.7)
\/§

fao = /sm @dap/d&/ < + 0% + o(sin p(sin 6 + cos 6)
™3

_\3
0="3
sin pdp

4
0
+cos<p))dg /( ++cosgo)
V3 4 4 =0
4 ”( ) 8 3[( ) 6
dp = — =
30/ 160 sinpde =" \1t5) =5

_ (s. 143 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)

Nalezy, korzystajac z twierdzenia o wartodci Sredniej, oszacowaé
catke

U dxdydz
(1161) x2+y2+22<R2 \/(‘/I: - CL)2 + (y - b)2 —|— (Z - C)Q’
a®+ b+ 2 > R
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Oznaczmy funkcje podcatkowa przez f w calce oraz stosujac twier-
dzenie o wartosci Sredniej otrzymujemy

(116.2) U=f(M)V
gdzie V' oznacza objeto$é¢ ciata

(116.3) 22+ + 22 < R?
a M oznacza punkt

(116.4) M(&,m,¢)

ktory jest wewnetrznym punktem obszaru catkowania.

Objetos¢ ciala V' wynosi
4
ZrR3
37

Nalezy oszacowaé funkcje f w domknietej kuli

(116.5)

(116.6) 2> +y? + 22 < R?
We wnetrzu kuli (116.6) funkcja postaci
(116.7)
@(m,y,z)zm—\/x—a —b)2+(z—¢)?2=09(P,A)
gdzie
(116.8) P=(z,y,z), A= (a,b,c)

nie przyjmuje wartoéci ekstremalnych ze wzgledu na warunek
(116.9) a* + b+ c* > R?

Wobec tego funkcja (116.7) przyjmuje wartosci najwieksze i najmniej-
sze na granicy obszaru catkowania czyli na sferze

(116.10) 2’ +y? +22=R?
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W celu wyznaczenia tych wartosci zastosujemy metode mnoznikow
Lagrange’a (patrz J. Gawinecki, Matematyka dla ekonomistéw, War-
szawa 2010 str. 329-304).

Utworzymy funkcje Lagrange’a postaci

B =l N a7 2 )

oraz wyznaczymy punkty ekstremalne tej funkcji. Mamy

_ _b _
LS VI yT—i—Z)\y, F=2"C1o
0

/
(116.12) F., = ; 4 !

7 warunkoéw

F,=0, F,=0, F.=0
przy ograniczeniu danym réwnaniem
(116.13) 2?4y + 22 =R?

wyznaczamy A oraz ekstremalne punkty M i My
(116.14)

1 Ra Rb Re
A= :b_7 Ml = ; ; )
2R Va2 + b2+ Va2 + 2 + 2 Va2 + b2 + 2

( Ra Rb Re >
M2: - s y T
Va2 +b2+c2 Va2 +02+c2 Va2 + b2+ 2

Poniewaz ¢(Mj) i p(Ms) dane sg wzorami

P(My) = Va2 + 02+ 2 + B2 = 2R\/a? + 02 + 2
= Va2 1 1? + &R,
o(My) = \/a2+b2+c2+R2+2R a? + b2 + 2
TP AR
to prawdziwe sg nieréwnosci, ktére mozna zapisa¢ w postaci

SO(MI) < 90(677774-) < SO(M2)7

lp(&,m,¢) — Va2 + b2+ 2| < R.

(116.15)

(116.16)
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Oznaczaja przez 6 wyrazenie postaci

e(&,1,¢) — Va* + b+ ¢

116.17 6 =
(116.17) =
gdzie
(116.18) 0] <1
otrzymamy
(116.19) 0(&,n,¢) = Va2 +b*+ 2+ R,
stad
1 1
f(&n.¢) = = ;
&m) e(€,n.¢) a2+ b2+ + RO
/// dxdydz
116.20 — — —
(116.20) et VT P e 0P
_ AnR? 1

3 Va2+02+2+ RO

Zadanie 117. (s. 144 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)

Niech P bedzie dowolnym punktem wewnetrznym zbioru V, a U
niech bedzie kula o promieniu € oraz o srodku w punkcie P.

Na mocy twierdzenia o wartosci sredniej oraz korzystajac z warun-
kéw zadania otrzymujemy

1 _ _
(117.1) 0= W/// f(z,y, z)dxdydz = f(P), gdzie P € U;
3T

Sciagajac kule U, do punktu P otrzymujemy

(117.2) f(P)=0
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Z tego wynika, ze funkcja f jest réwna zeru w V wewnetrznym punkcie
zbioru U.

Na mocy cigglodci funkcji f w domknietym obszarze V bedzie ona
réwna zeru réwniez na granicy obszaru tzn. w V punkcie obszaru V.

q.e.d.

Zadanie 118. (s. 144 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)
Ad 118 a). Przejdziemy w calce F(t) do sferycznych wspdlrzed-

nych.
Uwzgledniajac, ze
(118.1) 0<e<m 0<0<2r, 0<po<t (t>0)
otrzymujemy
™ ot ¢
(182)  F(t) = [singdp [0 [ 5(e*)do=ar [ & f(c*)do
0 0 0 0
Rézniczkujac wzgledem ¢ dostajemy
(118.3) F'(t) = 4mt f(12).
Ad 118 b).
Zapiszmy funkcje F'(t) w postaci calki potrdjnej
¢ ¢ ¢
(118.4) F(t)= /dx/dy/f(xyz)dz
0 0 0
oraz obliczymy pochodna tej funkcji wzgledem ¢t
(118.5)
¢ t ¢ t
F'(t) = /dy f(tyz)dz + /dx( / f(xtz)dz + /f(a?yt)dy)
0 0 0

S O—_ .

0
t
0

t ¢ ¢ t
f(tyz)dz—i—/dx/f(xtz)dz+/dx/f(myt)dy.
0 0 0 0
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Uwzgledniajac rozniczkowalno$é funkcji f mozemy zastosowaé do
catki wewnetrznej wzér na catkowanie przez czesci ktadac

(118.6) dv =dz, u= f(xyz)

otrzymamy
(1 18.7)

/ Flay)ds = tf ayt) — [ 2d.(f(ay2)) = th ayt) — [ ayzf(ay)ds
0 0

Zatem funkcje F mozemy zapisa¢ w postaci

(118.8) F(t) = t/tdx/tf(:cyt)dy—/tdx/tdy/txyzf’(xyz)dz
0 0 0 0 0

Przechodzac do catek potréjnych mamy

(118.9) F(t) = /td:v/tdz/tf(:vyz)dy = jdyjdz/f(xyz)dm
0 0 0 0 0

0

oraz stosujac do catek wewnetrznych wzor na catkowanie przez czesci

otrzymujemy
t t t 13
F(t) = t/dm/f xtz)dz — /da:/dZ/nyZf (zyz)dy,
(118.10) Y PR
F(t)=t / dy / f(tyz)dz — / dy / dz / vyz f'(wyz)dx
0 0 0 0 0

dodajac stronami lewe i prawe czesci wzoréw (118.9) i (118.10) oraz
biorac pod uwage wzoér (118.5) dostajemy

(118.11) i(F(t) —l—/tdx/tdy/t:cyzf/(xyz)dz> = F'(t).
0 0

0
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Oznaczajac przez V zbior postaci
(118.12) V={0<2<t,0<y<t,0<2<t} przy t>0

ostatecznie dostajemy

(118.13) Fl(t) = %(F(t) + / / / y f'(xyz)da:dydz).
1%

Zadanie 119. (s. 144 tom I. Elementy teorii pola i jej zastosowania.)

Przejdziemy do wspotrzednych sferycznych oraz dokonamy zamiany
catki podwojnej catkami iterowanymi. Wéwczas otrzymamy
(119.1)
2 1

™
I= / sin™ " o cos? pdyp / cos™ @ sin™ 6df / o2,
0 0 0

Niech
(119.2) p=2k+1
Wéwcezas
™ ™
/sinm'”"H pcosP pdp = /sinm'”"H @ cos? pd(sin ¢)
(119.3) ° 0

T
— /sinm+n+1 gp(l — Sin2 gD)kd(SiIl 90) = 0,
0

a to znaczy, ze
(119.4) I=0
Jesli

(119.5) n=2n"+1(n' — jest liczba naturalna)



